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I. Méthodes LASSO adaptatives de sélection
automatique de variables

Modele linéaire:
Yi:XIT/B+5i7 i:17"'7n7 (1)

avec B € RP paramétres, 3° la vraie valeur (inconnue) de 3.
o Cas classique: erreurs ¢; i.i.d., E[e] = 0 et Var(e) < oco.

@ Si dim(3) petite, alors, on estime 3 par moindres carrés (MC).

@ Si dim(B3) trés grande, alors, on estime 8 par MC avec une

pénalité LASSO adaptative (Zou, 2006):
n

S = X B2 + A, |8,

i=1

\ . . ~LS .
avec \, — oo parametre de calibrage (tuning), 3  estimateur
par moindres carrés, &, = (|6:5]~9,--- ,|855|79), g > 0.
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o Si E[¢?] n’existe pas, mais E[sgn(¢)] = 0, on peut utiliser la méthode
des moindres déviations pénalisée.

¢ Si les quatre premiers moments de ¢ existent mais la répartition de
¢ est asymétrique, alors la méthode des moindres carrés n’est pas
appropriée. La méthode expectile peut étre utilisée.

o Si les deux premiers moments de ¢ n’existent pas, on peut utiliser la
méthode d’estimation quantile.
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Modéle quantile avec LASSO adaptatif

I.1. Modéle quantile avec LASSO adaptatif
e Pour un niveau 7 € (0, 1) fixé, soit la quantile b, d’ordre T pour ¢:
7 =Pl < b;].

On suppose b, inconnu, 3 = (f1,-- -, Bp) € RP, avec p trés grand,
p<n.
e Estimation, en minimisant le processus quantile:

n
~o ~(Q) .
(B:.B,") = argmin > p: (Yi ~ b - X]B). @)
> i=1

la fonction p,(.) : R — R définie par p-(r) = r[r 1,50 — (1 — 7) 1,<0].
e Si (b2, 3%) sont les vraies valeurs (inconnues), alors les estimateurs
quantile

7@ =, ps,

(6h7.8n7) 2% (89.8°),

=@ o ¢ T(1=7) s

vn(g, -8 )njoN<0’f2(bg)T .
e Pour 7 = 1/2, on obtient I'estimateur des moindres déviations.
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Modéle quantile avec LASSO adaptatif

e Avantage de la méthode: estimateurs robustes.
e Inconvénient: comme d’autres méthodes d’estimation non
pénalisées (MC, MV), les estimateurs quantiles n’ont pas les
propriétés oracle:
@ propriété de sparsité: les composantes de 3° égales a 0 sont
estimées directement par 0, avec une probabilité tendant vers 1;
@ les parametres non-nuls ont des estimateurs asymptotiquement
normaux, avec la vitesse de convergence optimale n—1/2.

~ Estimateur quantile LASSO adaptatif:

n
(bn. B) Ear(%m)in S o (Yi—b=X[B)+ M@, 18|, (3)
B i=1

~T ~ -~ — _1 1 1
avec w, = (Wn1, - ,Wnp) = = = ,g>0.
n = Enoe s Bnp) B <|@?’39’ ’|@?3|9> g

(An) e vy Une suite de régularisation — oo pour n — oo.
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Modéle quantile avec LASSO adaptatif

Suppositions:
(A1) n~ max1<i<nX;rX/n—> Oetn'Y7 X,‘X,Tn—> T, avec T une
- = — 00 — 00

matrice définie positive.
(A2) Pour tout e € int(B), up € R,u € R°on a

i 72 [ v 2o = o un) [ § 2 Jwow

Propriétés oracle
Soit les ensembles A° = {j € {1,---, p}; 8% # 0},

An={je{1,---,p}: Bnj # O}

Théoréme

Sous (A 1), (A2), si n*1/2>\,, — 0 etnl@=1/2)\, — o, alors:
(’) \f( _AO - /60_,40) —> N <0p7 f21(b0T)T )
(ii) Si de plus n9/?~ 1>\,, — o0, alors P[A, = A°] — 1, pour n — cc.
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Modéle quantile avec LASSO adaptatif

Idée de preuve:
e Conditions d’ optlmallte de Karush-Kuhn-Tucker (KKT):
- pour tout j € An, TZ, 1 Xij — Z, 1 Xij 1IY<xTﬁ = /\nw,,,sgn(ﬁ,,,)

-pourtoutj & A, ona |20, X — S0, X; 1Yi<X,Tf3,,‘ < Anlnj.

e (i) Reparamétrisation u, = (8, — 8°) et Uy » = v/n(b, — b°).
(Uo,n, Un) le minimiseur du processus:

S [pr (5= 07 = 720 + XT ) = py (e — %) + Aoy [18° +
n=1/2u| — |3°]], qui converge en loi vers

1 P
EUTU + 121: W(,B/‘, U/')

ZoUp+2'u+ %f(bﬂ)uﬁ +
avec W soit 0 (quand 8% # 0 ou 39 = 0, y; = 0) soit oo quand 5% =0,
u; # 0), et z, z processus gaussiens centrés.

o (ii) Par (i) on a limy_,oo P[A, D A% = 1.

Pour I'inclusion inverse, en utilisant les conditions KKT, on montre
que P[j € A,,j ¢ A°] — 0, quand n — oc.

(G. Ciuperca, Statistics, 2016)
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Modele expectile avec LASSO adaptall
I.2. Modele expectile avec LASSO adaptatif
Soit 7 €]0, 1] le niveau expectile (fixé) et soit la fonction p, : R — R
p(r)=|r— 1,<0/r?, VreR.

Définissons également les fonctions:

d-(r) = p(r—t)|t=0 =27r 1,50+ 2(1 — 7)r 1,20,

hT(I’) = pfr/(l’ — t)|t:0 =27 1,>0+ 2(1 — T) 1 <0.

Concernant les erreurs (g;)1<i<n €t le design (X;)1<i<n les
suppositions suivantes sont considérées (voir Liao et al. (2019) et
Ciuperca(2021)):

@ (B1) (gi)1<i<n sONt i.i.d. avec E[*] < oo et E[d,(g)] = 0.

@ (B2)T =limy 0o 11 327 XiX/ et T est définie positive.
Remarques. 1) On utilise la méthode expectile quand la loi de ¢ est
asymétrique ou elle a des valeurs extrémes.

2) Pour 7 = 1/2 on obtient la méthode des moindres carrés.
Définition Lestimateur expectile de niveau T du paramétre (3 est
défini par:

~(E)

By (1) =argmin > p.(Y; - X/ B)

BERP i—1
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Modéle expectile avec LASSO adaptatif

Remarque. Comme ['estimateur quantile, I'estimateur expectile n’a
pas de forme explicite et dépend de I'ordre T tel que la supposition
E[d- ()] = 0 de (B1) soit satisfaite.

Les éléments du vecteur sont Zig = (6,(5)7 e ,B(E)) Lestimateur
~aeLASSO
expectile LASSO adaptatif B:e de 3 est défini par:

p
~aelLASSO N
B, —argmm{ E p-(Yi =X B) + An E Wfﬁ)ﬁj]z (4)
=

BERP
avec @(E) = |Bn/ |79 et g > 0 un parametre connu.
LASSO
Les éléments du vecteur 3. sont (ﬁ;’;’ﬁLASSQ -, BReLASSO),

Considérons I'ensemble des indices:
AaeLASSO {j c {1 . ,p} ﬁaeLASSO 75 O}.
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Modéle expectile avec LASSO adaptatif

Sous les suppositions (B1), (B2) si (An) .y €st tel que Ap — oo,

LASSO
n12x, — 0 alors 185 — B2 = Op(n~1/2).

.

(Théoreme 3 de Liao et al.(2019)) Si les supposition (B1), (B2) sont
vraies et le parametre de tuning satisfait (An),,. py €st tel que An — oo,

n12)\,— 0 etn9=1/2)\, —s . Alors:
n—oo n—oo

(i) P[AZeLASSO — A] — 1, pour n — oo.

. ~aelASSO 0 £ varid-(
(i) n'/2(3, = B°) ggtasso = N (0p, ﬁﬁr .

.

(G. Ciuperca, CSDA, 2021). (L. Liao et al., AISM, 2019)
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e Modeles avec change-points (rupture)
@ Détection rétroactive des changements
@ Détection d’'un changement en temps réel



Détections de change-points dans un modéle en grande dimension avec des erreurs asymétriques ou avec des outliers

Modeéles avec change-points (rupture)

Deux types de problémes de rupture:
@ rétroactif (a posteriori): on traite les données une fois que
'événement s’est terminé.
@ on-line (en temps reel): détection d’'un changement dans le
modele au fur et a mesure que les observations sont réalisées.
Veiller que la propriété de sparsité (sélection automatique des
variables) reste valable (elle n’est pas influencée par I'estimation ds
change-points.
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Détection rétroactive des changements
2.1. Détection rétroactive des changements
Considérons un modéle a (K + 1) phases:

Yi =X/ By W<ich +X Ba Wy <icht+X/ By Vye<icotei, i=1,--,n.

Pour K fixé, les parametres inconnus du modéle sont:
@ par la méthode quantile: les quantiles d’ordre T des erreurs pour
chaque segment;
@ les coefficients 3, k =1,--- , K+ 1, pour chaque segment;
@ les change-points h,-- -, Ix.
On estime ces parametres en deux étapes (avec la fonction de perte
pr Soit quantile soit expectile):
o S(/17 ) |nf (Brbry- Zr 1 [E/ fr—q1+1 IOT(YI' — b — XiTﬁr) +
A 1/,)‘-t’(/, 1/,)|ﬁ 1]
et alors (/1 , /K) = argming, .. ) S(h, -, ).

o (( 70'71)’670'71))’“. ( (k: /K+1 ”6(/K /K+1)))

K v
argmm(ﬁ,,b,, ,)Z H[Z i pr(Yi—br — ﬂr)

G @76
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Considérons I'ensemble d’indices des coefficients non nuls pour la
phase r,avecre{1,.--- K+ 1}:

AP ={je{t,-.p B #0}.
et R
A ={je{t, - .ph B py,;#0}
A={je{1,---.p}: By 5,70}
Propriétés de ces estimateurs
Q@ ,—°=0p(1),pourvr=1,--- K.
@ Propriétés oracle entre 2 change-points estimés:
W) (=112 (B3, 8) , =
(9= 122 (Bg_ay —B2) (+wUD
—> N(O‘AO‘,Ud ,Uh Q 1

n—o0 r A

)
(i) fimp-soe P [ A2 = A, = A9 = 1
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Détection rétroactive des changements

K inconnu
Estimation de K par un critére (généralisation du critere de Schwarz)
consistent:

~ ~

K,= arg min nlogM + G(K, p)B,
K

avec B, — oo et G(K, p) croissante en K.

Si la suite (By),,. y est telle que n=YB, — 0, n=12B, — ~o, avec
u € [3/4,1] alors K, n% KO.

(G. Ciuperca, Statistics, 2016). (G. Ciuperca, N. Dulac, JSTP, 2022)
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Simulations
K® =2, n=200, [ =30, 1 = 100, B9 = 35 +# B3;
E1,E3 v 51, Eo ~ 52, 7 =0.55.
e med(l; = 31), med(k = 101) par Quantile LASSO adaptative;
e med(l; = 25), med(l = 100) par LS LASSO adaptative;

K® =1, pour 100 répliques Monte Carlo

87, 3 distribution erreurs QUANT+aLASSO LS+aLASSO
Ki=0| =1|=2]=3|=0]|=1]=2]=3
8% =73 e1 ~ 1,62 ~ &3 36 62 1 1 88 10 1 1
g1 ~ &1, 62 ~ N(0,1) 0 99 1 0 54 | 66 0 0
8% #3 e1~Er,e2~ &3 0 100 0 0 0 100 0 0
g1 ~ &, 62 ~ N(0,1) 0 100 | © 0 0 100 | 0 0

¢ Si le changement dans le modéle est di au changement des
coefficients, alors les 2 critéres choisissent correctement le nombre
de changements.

¢ Si le changement dans le modele est di au quantile de ¢, alors le
critere LS+Lasso adaptatif trés mauvais.
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€ loss ”67;30”2 %2 ((APCA) %52 (AnAx0)  time (s)
e~ 0.2-N(0,1)+x3 LS 0.968 100% 2.55% 0.002
EX 1.920 97.2% 0% 0.003
Qu 0.212 100% 0% 0.003
e~&E()—15 LS 1.690 99.0% 21.5% 0.002
EX 0.792 100% 2.49% 0.002
Qu 1.000 99.9% 5.44% 0.003

Table: Précision des estimations et temps d’exécution pour un modéle avec
K® = 1 change-points, n = 200.

€ Méthode Kn
estimation | 6 7 8 9 10 11 12 13
LS 0 0 0 0 0 0 100 0
N(0,1) Qu 0 0 0 100 0 0 0 0
EX 0 0 0 0 0 0 100 0
LS 0 0 0 0 0 0 100 0
0.2-N(0,1) + 3 Qu 0 100 0 0 0 0 0 0
EX 0 0 0 0 1 0 99 0
LS 0 0 0 0 0 0 100 0
3-£(1)—1.5 Qu 0 13 21 66 0 0 0 0
EX 0 0 0 0 0 0 100 0

Table: K, pour 100 Monte Carlo, n = 1000, K° = 10.
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2.2. Détection d’un changement en temps réel
Supposons que jusqu’a I'observation m on a un seul modeéle:
Yi=X g +e, =1
A chaque instant, apres I'obs m on teste si le modéle change:
HO:/Gzlaoa I:m+17m+27
Hy :3k% > 1,telque, B=p3%pouri=m+1,---m+ kO et

B=p343pouri=m+kO 41, ...,
Estimateur quantile/expectile LASSO adaptatif

m

yrt

m
B =agminl)_ p-(Yi =X/ 6) + Am@ 8]
i=1

et les résidus correspondants: & = Y; — X, B,,,.

Pour trouver une statistique de test, on considere la somme
cumulative (CUSUM) et une fonction de normalisation:

g(m, k,v) =m'? (14—:7) ( k )7, v €1[0,1/2).

k+m
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Méthode quantile LASSO adaptative

(G. Ciuperca, Metrika, 2018)
Considérons la matrice J,;, 40 = m~'7(1 = 7) 7 X; 40X} 40, 2
fonction ¢, (u) = 7 — 1,<o et la statistique:

71 2 k N
e ST X o (1)l

: ()

Pour le nombre d’observations T, apres les observations historiques,
deux types de procédure sont possibles:

@ open-end procedure: Ty, = 0o Of (T < 00, limp_y 0o T/ M = 0);
@ closed-end procedure: limpm_oo Tm/m=T € (0, 00).

On considére une suite (an) telle que an — oo et an/m — 0 quand
m — .
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Théoreme

Sous I'hypothese Hy, si la suite a, — oo telle que ap,/m — 0 pour
m — oo, alors, pour tout~ € [0,1/2):

(i) pour la procédure closed-end on a:

wW(t
sup O(m,k,v) = sup WMD)l )”007
an<k<Tm 70 o<t< Ly r
(i) pour la procédure open-end on a:
w(t
sup ©(m,k,v) N sup [LUO]E ()HOO7
an<k< T n—00 o<t t

avec W(t) un processus de Wiener de dimension | A°|.

o Idée preuve: S(m.k) = J, V2 ST X a0 (ei) —

Km0 V8 ST X a0 (2i) + O (m=1/4K1/2, flog K) + 0p(km™"/2).
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Théoreme
Sous I'hypothese Hy, pour la open-end et closed-end procedures:

sup ©(m, k,7) LG

Idée preuve: |l existe un kp, tel que ©(m, k., ) m% 00.

Corollaire. Lhypothése Hy sera rejetée, pour un niveau o € (0,1)
fixé, dans le point, appelé "temps d’arrét” (stopping time):

- { inf{lk >1;  ©(m,k,v) > c.(7)},

K =
o0, autrement.

avec ¢, () le fractile d’ordre 1 — o de la distribution de
Il W(f)Hoc

SUPo<t<L(T)
Simulations

m = 300, v € {0,0.35,0.49}, 3° = (0,0,1,0,2,0,—-1,0,0,0).
Apreés le change-point kK = 100, le parametre
B'=pB"+(0,0,0,0,4,0,5,0,0,0).
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poer

power

open-proc, Normal errors open-proc, Cauchy errors

power

delta

power

Figure: Etude de la puissance empiriques fonction de 6.
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Méthode expectile LASSO adaptative
(G. Ciuperca, Statistical Papers, 2022)

m

Dans ce cas, on prend J , - = Var[p, (c)] r1n > XX o
i=1

(i) Si 'hypothése H, est vraie, alors:

—1/2 k
1912 S s PLEDX, 5 oo

Su
1<k<prm g(m, k,v)
W(t)|| oo
o gy MOl
m—oo ooty Y

avec {W(t); t € (0,00)} un processus de Wiener de dimension |A°|,
L(T) =1 pour la procédure open-end et L(T) = T/(1+ T) pour la
procédure closed-end.

(i) Si I'hypothése H; est vraie, alors la statistique de test converge
vers oo.
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Détection d'un changement en temps réel
Application: NO2
Détection d’un changement dans la pollution de NO2 par rapport a six
variables quantitatives (nombre de voitures par heures, température a
2m, vitesse vent, diff temp 25m et 2m, direction vent, heure de max)
Données historiques: 1er novembre 2001 - 30 avril 2002. Données
prévues: 1er novembre 2002- ao(t 2003.
Variables rélévantes: nb voitures, diff température 25m et 2m

Table: Détection changement

[ Jour[m] [ m + kn Lasso expectile [ m + km(Q) Lasso quantile ]
[ 80avril2002 | 20 décembre 2002 | 30 juillet 2003 |

Concentration of NO2

logiNO2)
23456
|
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Détection d’un changement en temps réel

MERCI de votre attention !
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