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Parking sur un arbre
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Dans les épisodes précédents...

» 60’ : Konheim & Weiss (ligne)

» 2015 : Lackner & Panholzer (nombre de fonctions de parking)
» 2016 : Goldschmidt & Pryzkucki

» 2018 : Jones (arbre binaire critique)

» 2019 : Bahl, Barnett & Junge (bornes), Chen & Goldschmidt, Curien
& Hénard (universalité)
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Notre modele

» On se place sur 7 = B I'arbre binaire infini.
» Arrivées de voitures i.i.d. de loi 1. On note G la fonction génératrice

de u
G(t) = Z,ukt

Q \/\/V\<<
/ \/
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Transition de phase

X = nombre de voitures qui ne trouvent pas de place.
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Transition de phase

X = nombre de voitures qui ne trouvent pas de place.

» Sous-critique : X < oo presque slirement et méme E[X] < oo.

» Surcritique : X = oc.
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Transition de phase

X = nombre de voitures qui ne trouvent pas de place.

» Sous-critique : X < oo presque slirement et méme E[X] < oo.
» Surcritique : X = oc.

Exemple et motivation : Famille de lois (uq : « > 0) stochastiquement
croissante avec E[uo] = a.

— Transition de phase

Alice Contat Université Paris-Saclay Parking sur I’arbre binaire infini



Alice Contat Université Paris-Saclay Parking sur I’arbre binaire infini



| ocalisation de la transition

Théoreme [Aldous, C., Curien, Hénard, 2022]

Supposons qu'il existe

te = min{t >0, 2(G(t) — tG'(t))? = t°G(t)G"(t)}.
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| ocalisation de la transition

Théoreme [Aldous, C., Curien, Hénard, 2022]

Supposons qu'il existe

te = min{t >0, 2(G(t) — tG'(t))? = t°G(t)G"(t)}.
Le processus de parking est sous-critique si et seulement si

(te —2)G(tc) > te(te — 1)G'(te).
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| ocalisation de la transition

Théoreme [Aldous, C., Curien, Hénard, 2022]

Supposons qu'il existe

te = min{t >0, 2(G(t) — tG'(t))? = t°G(t)G"(t)}.
Le processus de parking est sous-critique si et seulement si

(te —2)G(tc) > te(te — 1)G'(te).

En général, le t. existe.
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Conséquences probabilistes

» Pour que le parking soit sous-critique, il faut t. > 2.

\ 4

LI X < o0 en régime sous-critique,
g q

» Taille des clusters de places occupées ?
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Arrivées de voltures Valeur critique o

Binaire 0/2
p = (1—%)oo + 502
Binaire 0/k
p = (1= %)oo + %0k
Poisson
Ga(t) = exp(t(a—1))
Géomeétrique

Gu(t) = —

1+a—at
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Arrivées de voltures Valeur critique o
Binaire 0/2 1
14

p = (1—%5)do + 502
Binaire 0/k
p® = (1 = %)do + 70k
Poisson
Go(t) = exp(t(a—1))
Géomeétrique

Gu(t) = —

1+a—at
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Arrivées de voltures Valeur critique o

Binaire 0/2 1

p = (1 $)do + $6, H
Binaire 0/k N Cste

p = (1= %)oo + %0k 2k

Poisson

Go(t) = exp(t(a—1))

Géomeétrique
Ga(t) = 1+a1—at
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Arrivées de voltures Valeur critique o

Binaire 0/2 1

p = (1 $)do + $6, H
Binaire 0/k N Cste

p® = (1— %)do + %0k 2%k

Poisson 3 2/3

Go(t) = exp(t(a—1))

Géomeétrique
Ga(t) = 1+a1—at
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Arrivées de voltures Valeur critique o
Binaire 0/2 1
p = (1 $)do + $6, H
Binaire 0/k N Cste
p® = (1— %)do + %0k 2%k
Poisson 3 2/3
Go(t) = exp(t(a—1))
Géomeétrique 1
6ult) = 1 :
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|dées de preuve

» Décomposition de la configuration finale en clusters d'arbres de places
occupées,

» Prérequis : énumération des Fully parked trees.
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|dées de preuve

» Décomposition de la configuration finale en clusters d'arbres de places
occupées,

» Prérequis : énumération des Fully parked trees.

On note p, la probabilité que la racine soit vide,
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|dées de preuve

» Décomposition de la configuration finale en clusters d'arbres de places
occupées,

» Prérequis : énumération des Fully parked trees.

On note p, la probabilité que la racine soit vide, et

pe = P(X = 0 et la racine est occupée).
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Caractérisation du régime sous-critique

Fy) = 3 3 wt)xny?

n>1p>0teT?

Le modele de parking est sous-critique ssi il existe une solution positive a

1 = pox(1+ F(x,0))?
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Caractérisation du régime sous-critique

Fy) = 3 3 wt)xny?

n>1p>0teT?

Le modele de parking est sous-critique ssi a x. rayon de convergence de F

1 < poxc(1+ F(xc, O))2
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Enumération des FPT : décomposition “a la Tutte”

Flxoy)=2_ ) > wt)x"yP

n>1p>0teT?

X 2
ﬂ\
S p+l
= & ou pi SE ou P1 ﬂ--gQg
p
p=p1+£—-1 p=p1+p+£¢—1
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Enumération des FPT : décomposition “a la Tutte”

Flxoy)=2_ ) > wt)x"yP

n>1p>0teT?

X 2
ﬂ )
S p+l
= &, or D1 ff or P1 ﬂ---g2£
p
p=p1+£—-1 p=p1+p+£¢—1
F(z,y) = ZG(y) + 2ZF(x,y)G(y)  + 2F(z,y)*G(y)
—  ZG(0) — 2ZF(x,0)G(0) - EF(J;,O)QG(O)
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Résolution : Méthode du noyau

(Bousquet-Mélou—Jehanne)

L 'équation de Tutte se réécrit

'D(F(va)v F(Xv 0)7X7)/) =0

avec P polyndome.
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Résolution : Méthode du noyau

(Bousquet-Mélou—Jehanne)

L 'équation de Tutte se réécrit
P(F(x,y),F(x,0),x,y) =0
avec P polyndome.
Idée-clé: Chercher Y = Y/(x) tel que
Or P(F(x, Y(x)),Fo(x), x, Y(x)) =0,

0y P(F(x, Y(x)),Fo(x),x, Y(x)) =0.
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Trois équations :

Y —2xFG(Y) =0,
1+ xG'(Y)F? =F,
Y + xG(Y)F2 = YF + xG(0)F?
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Trois équations :

14+ xG'(Y)F? =F,

Y —2xFG(Y) =0,
Y + xG(Y)F2 = YF + xG(0)F?

On obtient

(L YREM = YE(Y) o) 26(N)VE(Y) — YE(Y)

4G(Y)? (2G(Y) — YG'(Y))\/G(0)
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Trois équations :

Y —2xFG(Y) =0,
1+ xG'(Y)F? =F,
Y + xG(Y)F2 = YF + xG(0)F?

On obtient

(L YREM = YE(Y) o) 26(N)VE(Y) — YE(Y)

4G(Y)? (2G(Y) — YG'(Y))\/G(0)

On en déduit x. et Fo(xc) en fonction de Y(xc).
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Perspectives

» Cas des arbres de BGW surcritiques : universalité ?

» Lien des modeles de parking avec les modeles de graphes aléatoires et
de cartes aléatoires.
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