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@ Détection d'une rupture par test simple
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On observe une seule trajectoire N = (N;)c[o,1) d'un processus de
Poisson d'intensité A par rapport a la mesure Ldt sur l'intervalle
[0,1] (pour L > 1 fixé).

Pour A\ fixé connu, on va supposer que A est de la forme
)\(t) - AO + (51(71](t) te [0 1]
pour un certain 7 € (0,1) et § € (—Ao, R — Xo)\{0} (avec R >0
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Test de détection
Pour A\g fixé connu, on va supposer que A est de la forme
A(t) = Ao + 01 y(t), te€][0,1],
pour un certain 7 € (0,1) et § € (—Ao, R — Xo)\{0} (avec R >0
fixé).

On note S[\g, R] I'ensemble de ces fonctions.

On souhaite tester s'il y a une rupture ou non :

Ho: A= Xo VS Hli/\ES[)\Q,R].
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Critere d'optimalité : la vitesse de

séparation minimax
On va adopter un point de vue d’optimalité minimax
non-asymptotique introduit par Baraud (2002).
Soit o, f € (0,1). On consideére la distance usuelle sur Ly([0,1]) et
un test ¢, de niveau « pour les hypotheéses : Hy vs Hy : A € S.
On définit le taux de séparation uniforme de ¢, pour I'alternative
S par

SRs(¢pa,S) = inf{r > 0: sup Pr(¢a(N) =0) < 5}.
‘ AES,da (A Xo)>r

Le taux de séparation minimax de niveaux « et 8 pour
I'alternative S est alors

mSR, g(S) = @aiPAO(@5I(?(fN):1)§Q SRs(ba,S).



Borne inférieure

Proposition

Soit a, p € (0,1) avec o+ < 1/2, Ao > 0 et R > Ag. Il existe
Lo(a, B, Mo, R) > O (explicite) telle que pour tout

L > Lo(a, B, Ao, R),

loglog L
mSRq 5(S[Ao, R]) > W'



Borne inférieure, approche bayésienne

Lemme (Baraud (2002), Ingster (1993))

Soit i une mesure de probabilité sur
(S)r={reS:da(N o) >r}
et P, la mesure mélange
P, = /IP’AdM()\).
Sia+ g <1etEy, [(%)2} <14+ 4(1—a— B)? alors

mSR, g(S) > r.
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Construction de la statistique de test

Pour 7 € (0,1), on pose

SA(N) = N(r, 1] — Ao(1 — 7)L

et s;(u) le u-quantile de |S-(N)| sous Hp.
On consideére les nombres dyadiques

=1-2"%k=1,.. |log,L].

On définit enfin comme statistique de test

(|sTk(N)|sTk(1un))>o}

max
k=1,...,[logy L]

avec Uy, = a/|logy L.



Controle des erreurs

On pose ¢p(N) =1 .
{ (|STk(N)|—sTk(1—ua))>0}

maXx
k=1,...,[logy L]
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Controle des erreurs

On pose ¢(N) =1 .
{k_LTTfégQ LJ(|5Tk(N)|_STk(1_Ua))>O}

® | e contrble de I'erreur de type | est immédiat.
® Pour I'erreur de type Il : pour tout A € S[Ag, R]

Pr(¢(N) = 0) < Px (|5 (N)] < 57, (1 — ua))

et ce pour tout k.



Controle du quantile

Lemme
Pour u et T dans (0,1),

s (1—u) < ALl —7)g7? < log(2/u) )

Xo(l—7)L
avec g(x) = (1 + x) log(1 + x) — x pour x > 0.



Controle du quantile

Lemme
Pour u et T dans (0, 1),

os/)
Xo(l—7)L

avec g(x) = (1 + x) log(1 + x) — x pour x > 0.

s(1—u) < XL(1—-7)g ! (

On peut utiliser une inégalité exponentielle sur les processus de
comptage pour obtenir ce résultat.



Contrdle de I'erreur de type |l

On choisit un kg particulier pour avoir

PA(¢(N) = 0)

IN

Pr (1S, (V)] < 57, (1 = )

(
Py <|5%(N)| < AoL(1 —7h)g (,m»

Var,[|Sr, (N)]]
B

IN

<Py (STkO(/V) = Ex[[Sr, (M) < \/
(<5)

sous la condition

63 (1 —7) = d?(\, \o) > 6%(1 — 74,) > Clog(1/us)/L.



Borne supérieure

On obtient ainsi :

Théoreme
Il existe Lo = Lo(Xo, v, B, R) > 0 et C(Xo, @, 3, R) > 0 tels que
pour L > Ly,

SRS}((DO{’S[AO/ R]) < C(AO-/ «, /ja R) %7

et donc en particulier

nlSRO{"S(S[)\O’ R]) S C()\07 «, B R) %
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Autres résultats

Alternatives Ordre de la vitesse de séparation minimax

Sho, Rl NETT

S[Xo, 8] (d connu)

S[Xo, 7] (7 connu)

Seyes

Autres cas :
On obtient aussi le cas A\g inconnu et celui de la détection d'un
segment.

® Pour Ag inconnu : vitesses inchangées.

® Pour un segment : vitesse en |/ == pour le cas général.



@® Localisation d'une rupture par tests multiples



Probleme de tests multiples

Pour A\g > 0, R > Ag et M € N* fixés, on considére
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pour k=1,...., M.



Probleme de tests multiples

Pour A\g > 0, R > Ag et M € N* fixés, on considére

o, Rl: "A(E) = do+ 0ln(), 7 € [k/M. 1]
pour k =1,..., M. Pour X € S[\g, R], on note

T\) ={ke{l,..,M}: X € Hc[ho,R]} (True hypotheses)
et

FA) ={1,.., M}\T(\) (False hypotheses).



Probleme de tests multiples

Pour A\g > 0, R > Ag et M € N* fixés, on considére

Hk[)‘07 R] : ”)\(t) - )\0 + 61(7,1](t)7 T E [k/M* 1]”
pour k =1,..., M. Pour X € S[\g, R], on note

T(N\) ={ke{l,...,M}: X € Hi[ho,R]} (True hypotheses)

et

F(A) ={1,..., M}\T()\) (False hypotheses).

On va définir une procédure de tests multiples R C {1, ..., M} dont
le but est d'estimer F(\).



Critere d'optimalité : la vitesse de
séparation minimax par familles

Pour I'erreur de type |, on considére le Family Wise Error Rate :

FWER(R,S[M\o,R]) = sup Py(|[RNT(N\)|>1).
AES[No,R]
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Critere d'optimalité : la vitesse de

séparation minimax par familles
Pour I'erreur de type Il, on considere le minimax Family Wise
Separation Rate introduit par Fromont, Lerasle et Reynaud-Bouret
(2015). On considere pour A € S[Ag,R] et r >0

.Fr(/\) = {Hk[)\o, R] : dg(/\, Hk[/\O: R]) > r}.
Soit «, 8 € (0,1). Le taux de séparation de R sur S[\g, R] est

FWSR3(R,S[No, R]) =inf{r>0: sup P, (|F(N)NR|>1)<}s}.
AES[Ao,R]

Le taux de séparation minimax par familles pour I'espace

d’alternatives S[\o, R| est ensuite

IIlFVVSR,aﬁ(S[)\o, R]) = . F\R’ER}%‘FS[AOAR])<(¥ FVVSR‘Q(R./ S[)\o, R])



Borne inférieure

Les hypothéses étant emboitées (Hx11 C Hi), on obtient
directement la borne inférieure :

Proposition
Soit (o, 8) € (0,1) tels que v + f < 1/2, \g >0 et R > Xg. Il
existe Lo(a, B, Ao, R) > 0 tel que pour tout L > Lo(cv, 3, \o, R),

mFWSR, 5(S[Ao, R]) > mSR'¥(S[o, R])

> /)\OlogILogL'
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On construit pour k =1,..., M un test simple ¢, pour
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Construction de la procédure de tests
multiples

On construit pour k =1,..., M un test simple ¢, pour

Hk[)\o, R] versus S[)\(), R]\Hk[/\(), R]

On pose

ok =1 ) -
MaXje1, .., logy L] N(m(1*2’1)ym]*Pxok'L(1*%) >0
M2

v1 ,
{maxjel ..... Liogs L] <PM(“§)N(A’}(121)7,@]>>0}

M2J

avec p¢(u) le u-quantile de la loi de Poisson de parametre & et
o = o/ |logy L.



Construction de la procédure de tests
multiples

S <N(&(1—2f)7&]—/°w(1—”?>> >o}

M2J

v )
{manGI,m,Uogz L] <PAOk_L (L?)N(,\kﬂ(12_j)7,(}]> >0}

M2J



Construction de la procédure de tests
multiples

S (N(ml—zn,m—wu—m) >o}

M2J

v1 ,
{maxjel,m,tlogz L] <PAOk_L (L?)N(,\kﬂ(12_j)7,(}]> >0}

M2J
et on définit

k =sup{k' € {1,..., M} : ¢s(N) = 0}.



Construction de la procédure de tests
multiples

S <N(A;(1_21),m_pw1_u;>) >o}

M2J

v1 ,
{maxjel,m,tlogz L] <P/\OI<_L (L?)N([\I}(lz_j)7[\kﬂ]> >0}

M2J
et on définit
k =sup{k' € {1,..., M} : ¢s(N) = 0}.
Notre procédure de tests multiples est alors

R = {Hx[\o,R] : k > k +1}.



Borne supérieure

Théoreme
Soit (o, 8) € (0,1), Ao >0, R > Ao et L assez grand. Alors la
procédure de tests multiples R vérifie FWER(R,S[\o, R]) < « et

log log L

FWSR;4(R, S[Xo, R]) < C'(o, @, B, R) i

oti C'(No, v, B, R) > 0. En particulier

log log L
mFWSR,, 5(S[\o, R]) < C'(Mo, o, B3, R)\/@.



Autres résultats

Alternatives Ordre de mFWSR

Shom |

S[Xo, 9] (§ connu)

1
VL
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