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Optimisation champ-moyen
On étudie le probléme d'optimisation : inf,, F(m) ot F: P (RY) — R.
Exemples :

e linéaire: F(m ffdm Exm [AX)]

@ quadratique: F = [ fdm+ [ k(x, y)dm(x)dm(y)

@ réseaux de neurons (NN)

L'exemple le plus simple de NN: une couche cachée de n neurones.
But : minimiser

2

1 n
Fa(a,b,c)=E ||f(2) - - > (aZ + by)

i=1

I

ol ¢ : R — R est la fonction d'activition non-linéaire.
Quand n — oo,

Fo— E [|f(2) = En[Cp (AZ+ B)IP] =: F(m)
ou (A,B,C) ~ m.

Remarque : F est convexe m. Ce n'est plus vrai pour des NN profonds...
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Régularisation

Pour m € P(RY), quelques choix de régularisateurs :
e entropie : H(m) = H(m|e"Y) = [(log m + U)dm, ot U:RY — R
e information de Fisher (p.r.a Leb):
I(m) = [ % = [|Vieg m|*dm = 4 [ |V/m|> = 4]|V/m| 12(ra
Probleme régularisé : F7 = F+ %ZH(m) or FF=F+ %Zl(m).
Cas entropique [Hu, Ren, Sigka, Szpruch, 2019]: la descente de gradient
p.r.a. W5 donne la loi marginale de Langevin champ-moyen

dX; = —DF (my, X;) dt + odWy, my ~ X

m; converge vers |'unique minimiseur de F”(m) = F(m) + Cr;H(m).
On considere la régularisation de Fisher dans la suite.
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Dérivation d'une fonction champ-moyen

Définition (Dérivée “functionelle”, “plate”, “L2")

On dit F: P (RY) — R est C! s'il existe une continue

2F P (RY) x RY — R t.q. pour tout mg, my € P

1
F(my) — F(mo) :/0 [ 5 (m) d (m — mo) (9

o mg=(1—t)mg+ tmy, te (0,1).

Remarques :
o g—g est définie a cste preés.

@ Si F est convexe et si m minimise F, alors 275 (m,-) est cste.
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Condition du premier ordre

. _ o lvmp?
Rappel : I(m) = [ =
On calcule formellement :

5,(m) _ f 2Vm,-nV6m _ |vm,12,|25m _ f (—QV- (VT',") B an;|z> Sm.

Définissions

OFF _ 6F U2V Vm o2 |[Vm|?
sm  6m 2 ’

m 4 m?

) 2 . .
Si F est convexe, F” = F+ -/ est aussi convexe et on espere

@ si ‘}ﬂ(m*, -) = cste, alors m, est |'unique minimiseur

@ pour tout my, my, on a F7(my) > F7(my) f (ml,- (my — my)

Sauf que ...

@ Fisher / n'est pas strictement convexe si le support de deux mesures

sont disjoint

° %FU est singulier et n'existe pas pour m quelconque t.q. I(m) < 4o0.
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Observations

Notons 1) = v/m. La condition du premier ordre est équivalente a

<w>_ VY OF LAy
w g

w2 m 0y

cste = E — %V -
om

& cste-y) = g—:w — 02 A

1) est une fonction propre de I'opérateur de Schrodinger

Notons u = —log m. La condition du premier ordre est équivalente a

5F  o° o2 5

cste= — + —Au— —|Vu|*.
om 2 4 [Vl

C'est une équation HJB champ-moyen associée a un probléme de contréle

ergodique.
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Définition de la dynamique

On considére la dynamique :

oF
Orme = T em (me,-) my
ol 2F est ch0|5|tq [ (m,x) dm = 0.

Contréle “sanitaire” : 0¢ (1, m¢) = 0. La masse est conservée.
Au niveau formel F7 décroit :

dFU mt)
mt, dmt
On espére alors que m; — le minimiseur.
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Formulations équivalentes

Dynamique
dmt oF°

T om M)
Rappelons

07 _OF oty (Vm\ o |Vmf
m 4 m? -

dm  om 2
La dynamique de 1) = /m : Schrédinger dynamique champ-moyen

10F
Ophr = Awt - (my,-) 1y
26m
The dynamics of u = — log m: “mean-field dynamical HJB"

o? o2 5 OF
Ot = 7Au— T |Vul® + im (me,-)
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Hypothéses

F est continue p.r.a. Wi et convexe

F € C' en mesure et sa derlvee peut se décomposer

8 (mx) = 8 + G(m.)
ol
@ rid < V2g < Cid;

@ G est uniformément lipschitzienne en x : sup,, ||[VG(m, )|, < Le.
© VG est lipschitzienne en m, x : Vm, m’, x, X

|VG(m,x) = VG(m',X)| < Lec( Wi (m,m)+|x—X]|).

La valeur initiale ug se décompose uy = vy + wy ol

o 0<90§V2V0(X)§C<+OO
@ wy est lipschitzienne
WSB (I'X)
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Décomposition de u

On décompose la solution de la HIB u = v+ w ol v, w résolvent résp.

0.2 0.2
8tV: ?AV— T |VV|2 +g
2 2 2
8tW: %AW— %VV Vw— O-T ‘VW|2 + G(mt7 )

Comparons a I'équation de u:

0'2 O'2 2
Ot = ?Au - \Vul" + g+ G(my,-)

L'évolution de v ne dépend pas de m;. On se concentre a |'étude de w.
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Estimée a priori

Théoreme

Supposons les hypothéses mentionnées sur F et ug. Soit

u: [0, T) x RY — R une solution classique a la HJB champ-moyen de
croissance polynomiale. Il existe alors vi, w;y résolvant les équations
correspondantes t.q. uy = vy + wy, et

0 < 6 < sup|V2v(t, x)| < 400, sup |Vw(t,x)| < L < +oo
t,x t,x

ou 0, L sont des cstes indépendant de T. De plus, les dérivées secondes
spatiales de u peut aussi étre borné uniformément en temps :

sup |V2u(t, x)| < C, where C is independent of T.

t,x

Idées de la preuve : utiliser contrble optimal et construire des couplages.
Pour borner V2u on utilise la couplage par réflexion d'Eberle.
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Le caractere bien posé

Théoreme (Existence)

Il existe des solutions classiques vi, wy aux équations correspondantes.

Soit o > 1. Considérons la norme a-croissance de fonctions a valeur

vectorielle f: RY — X: [ flla = supy 1[(|XX)|IO‘

Théoréme (Stabilité)

Si uy, Ul résolvent la HJB dynamique classiquement et
lim;||Vuy — Vugl|la =0, alors pour tout t, lim;||Vu; — Vu|lo = 0.

Idées de la preuve : construire I'application

(Wt)te[O,T] = (mt)te[o,T] = (V'/t)te[o,T]

et appliquer un argument de point fixe de Banach. On obtient une L!
inégalité qui borne la cste lip du premier composant de |'application
W m.
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L' inégalité
Proposition
Soit v € P(RY) t.q.

—log v(x) = v(x) + w(x) € C°

ou v est O-convexe et w est L-lip, k,L > 0. Alors il existe des cstes C(0, L)
t.q. pour tout i € P1(RY) on a

Wi () < C(0, 1) /

du
log E‘ du

Remarque : la version L2 de cette inégalité est Talagrand + log-Sobolev.
Mais pour que log-S soit vérifiée w devrait étre bornée (Bakry-Emery) au
lieu de lip.

Idées de la preuve : considérer les processus de diffusion couplés par
réflexion

dX; = Vlog v(X;)dt + V2dW,, dX, = V log pu(X,)dt + V/2dW,
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Convergence

Proposition

2
medx.

dF’ (mt) / ‘ (e,

Idées de la preuve : utiliser les estimées sur u; pour vérifier que I'intégrale
est bien défini et appliquer le théoreme de convergence dominée.

Théoreme

m; — my en LY, ot m, est I'unique minimiseur de F’. De plus,
lim F7(m;) = F7(m,).

Idées de la preuve : compacité en L' (grace aux estimées sur u) et le
principe de LaSalle.
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© Descente de gradient
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Un cadre de descente de gradient

Considérons une C! convexe F: RY — R. Soit d(x,y) = & |x— v)%, h>0.
Définissons par itération

Ynt1 = argmin, h™'d(y, yn) + F(¥) € Yns1 = yn — BV F(ynt1)

En temps continu cela devient %’ = —VF(y), i.e. la descente de gradient.
Généralisations dans |I'espace de mesures :
o F:Py(RY) — R and d(my, my) = W2(my, my). Cela correspond 2 la

loi marginale de
dX:
dt
o FP = F+ % H(m). d=W?2. [Jordan, Kinderlehrer, Otto, 1998] Cela
correspond a la loi marginale de

= —DF(X,).

o FF — F+ %2/_/(,”)_ d(mz, mp) = H(m1|my). [Liu, Majka, Szpruch,
2022]

o F7 = F+ % I(m). d(my,mz) = H(my|my).
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Descente de gradient entropie-Fisher

d(my, mp) = H(m1|my), régularisé par |.
A chaque étape,

mQH = argmin,, h"1H (m|m2> + F7 (m)

Calculs du premier ordre formels:

0= h_lé/logmhmjLéFU (m)
m
k

1 m oF°
=h /Iogmzém—l—/(sm(m,-)ém
de sorte que

mh oF° oF
o= gy op (i (b)) = k(1= ()

On espére que m',zh — m¢ quand h — 0 et kh — t, ou m; résout

@__E(m )m
dt ~ om: 07
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Conclusions

@ Probléme d'optimisation champ-moyen avec régularisation de Fisher
@ Dynamique (MF Schrédinger, MF HJB, GD entropy-Fisher)

© Convergence (pas de taux évident. Schrodinger : le spectre bouge...
Nouvelles inégalités fonctionnelles ?)

Merci |
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