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[-ENSEMBLES
GUE : {x1,...,x,} valeurs propres de X\J;i(* ot X, ; i.i.d. Ng(0,1).

n
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[-ENSEMBLES

GUE : {x1,...,x,} valeurs propres de % ot X; ; i.id. Nc(0,1).

P,(dx) = Z H|z1 xj] % exp fn;xf

i<j

B. DADOUN | CONJECTURE DE LA VARIANCE DANS LES BOULES DE SCHATTEN » INTRODUCTION ET RESULTATS 1/11 MAS 2022



[-ENSEMBLES

GUE : {x1,...,x,} valeurs propres de XJFTnX* ot X, ; i.i.d. Ng(0,1).

1 n
n(de) == 7 H |z — ;|” exp —nz;z:f de.
" i=1

i<j

1 n
Allure de la mesure empirique — E 9z, (loi du demi-cercle de Wigner) :
n
i=1
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[-ENSEMBLES

Plus généralement, n charges répulsives sous un potentiel extérieur V' :

P, v(dz) = H |x; — x]|ﬂ exp ﬁnZV x;) |de.

n, 1<j =

avec 3 > 0 (température®).
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[-ENSEMBLES

Plus généralement, n charges répulsives sous un potentiel extérieur V' :

1 n
P, v(dz) = 7 H |x; — xj|ﬂ exp —ﬁnZV(mi) da.

ALy =

avec 3 > 0 (température®).

1 n
Alors — Z 0z, = py déterministe (mesure d'équilibre).
[
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[-ENSEMBLES

Plus généralement, n charges répulsives sous un potentiel extérieur V' :

P, v(dz) = 1_[|ﬂcz —x]|ﬂ exp ﬁnZV x;) |de.
n, 1<j i=1
avec 3 > 0 (température®).

1 n
Alors — Zém ~ py déterministe (mesure d'équilibre). De plus (TCL)
n

=1
>t < [ Fdu = Ny, o)
i=1

(V doit étre assez régulier. [Johansson '98; Shcherbina '13; Borot-Guionnet '13;
Bekerman-Leblé-Serfaty '18; Lambert-Ledoux-Webb '19].)
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CONJECTURES CONVEXES EN GRANDE DIMENSION

K C R? corps convexe symétrique, Py := Uniforme(K ), Y = Ex x’x.
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CONJECTURES CONVEXES EN GRANDE DIMENSION
K C R? corps convexe symétrique, Px := Uniforme(K), Y = Ex x'x.

® Kannan-Lovész-Simonovits (1995)
Soit 14 la plus petite constante telle que

VK, Vf, Varg f < ¢q||Zxkllop Ex [Vf]>.

Conjecture KLS : sup, 14 < 0.
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CONJECTURES CONVEXES EN GRANDE DIMENSION
K C R? corps convexe symétrique, Py := Uniforme(K ), Y = Ex x’x.

® Kannan-Lovasz-Simonovits (1995)
Soit 14 la plus petite constante telle que

VK, Vf, Varg f < q||Skllep Ex [V ]2

Conjecture KLS : sup, 14 < 0.
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CONJECTURES CONVEXES EN GRANDE DIMENSION

K C R? corps convexe symétrique, Py := Uniforme(K ), Y = Ex x’x.

® Kannan-Lovész-Simonovits (1995)
Soit 14 la plus petite constante telle que

VK, Vf, Varg f < va|Zkllop Ex [Vf]*.
Conjecture KLS : sup, 14 < 0.

® Bobkov-Koldobsky, Anttila-Ball-Perissinaki (2003)
Soit o4 la plus petite constante telle que

VK, Varg|z|® < oq|Zkllep Tr Sk

Conjecture de la variance : sup, 04 < 00.
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CONJECTURES CONVEXES EN GRANDE DIMENSION
K C R? corps convexe symétrique, Px := Uniforme(K), Y = Ex x'x.

® Kannan-Lovasz-Simonovits (1995) ® KLS '95:
Soit 14 la plus petite constante telle que g < g < V.

VK, Vf, Varg f < va|Zkllop Ex [Vf]*.
Conjecture KLS : sup, 14 < 0.

® Bobkov-Koldobsky, Anttila-Ball-Perissinaki (2003)
Soit o4 la plus petite constante telle que

VK, Varg|z|® < oq|Zkllep Tr Sk

Conjecture de la variance : sup, 04 < 00.
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CONJECTURES CONVEXES EN GRANDE DIMENSION

K C R? corps convexe symétrique, Py := Uniforme(K ), Y = Ex x’x.

® Kannan-Lovasz-Simonovits (1995) ® KLS '95:
Soit 14 la plus petite constante telle que g < g < V.
VK, Vf, Varg f < va|Sxlop Ex VS e Eldan '13:

< .
Conjecture KLS : sup, 14 < 0. Ya < Coglogd

® Bobkov-Koldobsky, Anttila-Ball-Perissinaki (2003)
Soit o4 la plus petite constante telle que

VK, Varg|z|® < oq|Zkllep Tr Sk

Conjecture de la variance : sup, 04 < 00.
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CONJECTURES CONVEXES EN GRANDE DIMENSION

K C R? corps convexe symétrique, Py := Uniforme(K ), Y = Ex x’x.

® Kannan-Lovasz-Simonovits (1995) ® KLS '95:
Soit 14 la plus petite constante telle que g < g < V.
VK, Vf, Varg f < va|Sxlop Ex VS e Eldan '13:

< .
Conjecture KLS : sup, 14 < 0. Ya < Coglogd

® Bobkov-Koldobsky, Anttila-Ball-Perissinaki (2003) ® Chen 21 : 7
Soit o4 la plus petite constante telle que e = do(v %)

VK, Varg|z|® < oq|Zkllep Tr Sk

Conjecture de la variance : sup, 04 < 00.
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CONJECTURES CONVEXES EN GRANDE DIMENSION

K C R? corps convexe symétrique, Py := Uniforme(K ), Y = Ex x’x.

® Kannan-Lovasz-Simonovits (1995) ® KLS '95:
Soit 14 la plus petite constante telle que g < g < V.
VK, Vf, Varg f < va|Sxlop Ex VS e Eldan '13:

< .
Conjecture KLS : sup, 14 < 0. Ya < Coglogd

® Bobkov-Koldobsky, Anttila-Ball-Perissinaki (2003) ® Chen 21 : 7
Soit o4 la plus petite constante telle que e = do(v %)

2
Y, Var [a]” < 0q[[Ziclop Tr Xk ® Klartag-Lehec '22 :

4
Conjecture de la variance : sup, 04 < 00. o4 < Clog™d.
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CONJECTURES CONVEXES EN GRANDE DIMENSION

K C R? corps convexe symétrique, Py := Uniforme(K ), Y = Ex x’x.

® Kannan-Lovasz-Simonovits (1995) ® KLS '95:
Soit 14 la plus petite constante telle que g < g < V.
VK, Vf, Varg f < va|Sxlop Ex VS e Eldan '13:

< (.
Conjecture KLS : sup, 14 < 0. Ya < Coglogd

e Bobkov-Koldobsky, Anttila-Ball-Perissinaki (2003) | ° Chen °21 : 7
Soit o4 la plus petite constante telle que e = do(v %)
d = .

2
VE,  Varg |2[" < 00 |2 flop Tr Xc. ® Klartag-Lehec '22 :

4
Conjecture de la variance : sup, 04 < 00. oq < Clog™d.

* Meilleure borne (Jambulapati-Lee-Vempala '22) : oy < C'log®?*%% d.
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CONJECTURES CONVEXES EN GRANDE DIMENSION

K C R? corps convexe symétrique, Py := Uniforme(K ), Y = Ex x’x.

® Kannan-Lovasz-Simonovits (1995) ® KLS '95:
Soit 14 la plus petite constante telle que g < g < V.
VK, Vf, Varg f <vq|Ekllop Ex |Vf|2- ® FEldan '13:

Q/Jd S Cdd 10gd

o Klartag-Lehec 22 :

Conjecture KLS : sup, 14 < 0.

® Bobkov-Koldobsky, Anttila-Ball-Perissinaki (2003) ® Chen 21 :
Soit o4 la plus petite constante telle que by = do(

VK, Varg|z|® < oq|Zkllep Tr Sk

4
Conjecture de la variance : sup, 04 < 00. o4 < Clog™d.

* Meilleure borne (Jambulapati-Lee-Vempala '22) : 0, < C'log®***® d.

On n'a trouvé aucune famille (K (d))q qui contredise ces conjectures. . .
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CONJECTURE DE LA VARIANCE (RESTREINTE)

Une famille de corps convexes K = K (d) vérifie la conjecture de la variance
s'il existe une constante C indépendante de la dimension d telle que

vd, Varg|z|> < C||Zklep Tr Sk
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CONJECTURE DE LA VARIANCE (RESTREINTE)

Une famille de corps convexes K = K (d) vérifie la conjecture de la variance
s'il existe une constante C indépendante de la dimension d telle que

vd, Varg|z|> < C||Zklep Tr Sk

Pour Y i = I, cela entraine

2
Varg |z| < Ex <|:c —\Exk |$|2>
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CONJECTURE DE LA VARIANCE (RESTREINTE)

Une famille de corps convexes K = K (d) vérifie la conjecture de la variance
s'il existe une constante C indépendante de la dimension d telle que

vd, Varg|z|> < C||Zklep Tr Sk

Pour Y i = I, cela entraine

2 2
||+/Ex |22
Vary || < Ex (m ~VEx W) LH%
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CONJECTURE DE LA VARIANCE (RESTREINTE)

Une famille de corps convexes K = K (d) vérifie la conjecture de la variance
s'il existe une constante C indépendante de la dimension d telle que

vd, Varg|z|> < C||Zklep Tr Sk

Pour Y i = I, cela entraine

2 2
||+/Ex |22
Vary || < Ex (m ~VEx W) LH%

Varg |z|?

Ex |z|
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CONJECTURE DE LA VARIANCE (RESTREINTE)

Une famille de corps convexes K = K (d) vérifie la conjecture de la variance
s'il existe une constante C indépendante de la dimension d telle que

vd, Varg|z|> < C||Zklep Tr Sk
Pour Y i = I, cela entraine

2 7\2
VarK |w‘ S EK <m o EK |$|2> . (‘w|+\/]EK || )

(12l+V/Exc [2P7)
Varg |z|?
S =0
Ex |z|

ce qui est mieux que Varg |z| < Ex |z|° = Tr Sk = d.
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CONJECTURE DE LA VARIANCE (RESTREINTE)

Une famille de corps convexes K = K (d) vérifie la conjecture de la variance
s'il existe une constante C indépendante de la dimension d telle que

vd, Varg|z|> < C||Zklep Tr Sk
Pour Y i = I, cela entraine

2 7\2
VarK |w‘ S EK <m o EK |$|2> . (‘w|+\/]EK || )

(lel+vEc2P) K
Varg |z|? <C

ce qui est mieux que Varg |z| < Ex |z|° = Tr Sk = d.
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CONJECTURE DE LA VARIANCE (RESTREINTE)

Une famille de corps convexes K = K (d) vérifie la conjecture de la variance
s'il existe une constante C indépendante de la dimension d telle que

vd, Varg|z|> < C||Zklep Tr Sk

Pour Y i = I, cela entraine

2 2
|&|++/Ex |z|?
Varic o] < Exc ('m EKW) W K

Vi 2
Vargol” _ ¢,
Ex |z|

ce qui est mieux que Varg |z| < Ex |;r:|2 =TrYXg =d.

EXEMPLE. K(d) = {:c eRY: |z|, < 1} (p € 1, 0)).
[Sodin '08; Latata-Oleszkiewicz '08]
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CONJECTURE DE LA VARIANCE (RESTREINTE)

Une famille de corps convexes K = K (d) vérifie la conjecture de la variance
s'il existe une constante C indépendante de la dimension d telle que

vd, Varg|z|> < C||Zklep Tr Sk
Pour Y i = I, cela entraine

2 7\2
VarK |w‘ S EK <CC o EK |$|2> . (‘w|+\/]EK |w| )

(lel+vEc2P) K
Varg |z|?

— 5 =C

Ex |zl

ce qui est mieux que Varg |z| < Ex |z|° = Tr Sk = d.

EXEMPLE. K(d) = {:c eRY: |z|, < 1} (p € 1, 0)).
[Sodin '08; Latata-Oleszkiewicz '08]

Représentation de Schechtman-Zinn (p < 00). Soit X € R? de loi normale
généralisée de densité o e 1#15/7 et B ~ Beta(d, 1) indépendante. Alors

X
B —— ~Pga.
X1, @
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NOTATIONS ET RESULTAT PRINCIPAL

e F:=R, C, ou H (quaternions).
o F:={T € M, (F):T* =T} matrices auto-adjointes sur F.
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NOTATIONS ET RESULTAT PRINCIPAL

e F:=R, C, ou H (quaternions).
o E:={T € M,(F): T* =T} matrices auto-adjointes sur F.
® \(T),..., A\ (T) valeurs propres de T'.
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NOTATIONS ET RESULTAT PRINCIPAL

e F:=R, C, ou H (quaternions).

E:={T € M, (F) : T* = T} matrices auto-adjointes sur F.

A (T), ..., A\ (T) valeurs propres de T'.

E ~R% avec d, = dimg E et norme euclidienne |z| := v/Tr T2.
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NOTATIONS ET RESULTAT PRINCIPAL

e F:=R, C, ou H (quaternions).

E:={T € M, (F) : T* = T} matrices auto-adjointes sur F.

A (T), ..., A\ (T) valeurs propres de T'.

E ~R% avec d, = dimg E et norme euclidienne |z| := v/Tr T2.

BOULE DE SCHATTEN. Boule unité pour la p-norme de A1,..., A, :

K = Bg(S7) = {T € E:AD)|, < 1} (p € [1,00).
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NOTATIONS ET RESULTAT PRINCIPAL

e F:=R, C, ou H (quaternions).

E:={T € M, (F) : T* = T} matrices auto-adjointes sur F.

A (T), ..., A\ (T) valeurs propres de T'.

E ~R% avec d, = dimg E et norme euclidienne |z| := v/Tr T2.

BOULE DE SCHATTEN. Boule unité pour la p-norme de A1,..., A, :
K = Bg(S7) = {T € E:AD)|, < 1} (p € [1,00).
THEOREME (DFGZ). Sipe (3,00), alors

d Varg |z* _ g [ Ex . 1 (»—2)?
(TrSk) (Ex |z[?)’
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NOTATIONS ET RESULTAT PRINCIPAL

e F:=R, C, ou H (quaternions).

E:={T € M, (F) : T* = T} matrices auto-adjointes sur F.

A (T), ..., A\ (T) valeurs propres de T'.

E ~R% avec d, = dimg E et norme euclidienne |z| := v/Tr T2.

BOULE DE SCHATTEN. Boule unité pour la p-norme de A1,..., A, :

K = Bg(S7) = {T € E:AD)|, < 1} (p € [1,00).

THEOREME (DFGZ). Sipe (3,00), alors

o Vargle® _ ( Ex |a|* 1) (p-2? _1
(Tr2g ) (Ex |z[?)’ 2
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NOTATIONS ET RESULTAT PRINCIPAL

e F:=R, C, ou H (quaternions).

E:={T € M, (F) : T* = T} matrices auto-adjointes sur F.

A (T), ..., A\ (T) valeurs propres de T'.

E ~R% avec d, = dimg E et norme euclidienne |z| := v/Tr T2.

BOULE DE SCHATTEN. Boule unité pour la p-norme de A1,..., A, :
K = Bg(S7) = {T € E:AD)|, < 1} (p € [1,00).

THEOREME (DFGZ). Sipe (3,00), alors

Varg |z|? Eg || -2)2 1
d. K||2:dn K||271 (p 2)<7_
(Tr k) (Ex |z]") e 2
2 1 (TY Zx)z 1
Donc pour n grand, Varg [z|” < 5+ >——— < 5 [[Zkllop Tr Zk.
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NOTATIONS ET RESULTAT PRINCIPAL

e F:=R, C, ou H (quaternions).

E:={T € M, (F) : T* = T} matrices auto-adjointes sur F.

A (T), ..., A\ (T) valeurs propres de T'.

E ~R% avec d, = dimg E et norme euclidienne |z| := v/Tr T2.

BOULE DE SCHATTEN. Boule unité pour la p-norme de A1,..., A, :

K = Bg(S7) = {T € E:AD)|, < 1} (p € [1,00).
THEOREME (DFGZ). Sipe (3,00), alors

Varg |z|? Eg || (p—2)2 1
dy, - =d, 2l o e <3
(Tr k) (Ex |z[7)

® Le cas p =2 est trivial : Bg (Sg) est une boule euclidienne.
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NOTATIONS ET RESULTAT PRINCIPAL

e F:=R, C, ou H (quaternions).

E:={T € M, (F) : T* = T} matrices auto-adjointes sur F.

A (T), ..., A\ (T) valeurs propres de T'.

E ~R% avec d, = dimg E et norme euclidienne |z| := v/Tr T2.

BOULE DE SCHATTEN. Boule unité pour la p-norme de A1,..., A, :

K = Bg(S7) = {T € E:AD)|, < 1} (p € [1,00).
THEOREME (DFGZ). Sipe (3,00), alors

Varg |z|? Eg || (p—2)2 1
dy, - =d, 2l o e <3
(Tr k) (Ex |z[7)

® Le cas p =2 est trivial : Bg (Sg) est une boule euclidienne.

® le cas p = 0o a été prouvé par Radke et Vritsiou (2020).
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PLAN DE L’EXPOSE

RESUME DE LA PREUVE
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CHANGEMENT DE VARIABLE

1
Ex|z|! = —— ()| dT
K| | |BE(S;")’ BE(S;L)| ( )l
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CHANGEMENT DE VARIABLE
1
Ex|z|! = ——— IN(T)|? AT
B (S5)| S5 (sp)

T=UAU*
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CHANGEMENT DE VARIABLE

_ v
1Be(Sp)| JBs(sp)

T=UAU* Cn
A" f5(A) dA
Bg(Sy) | /A|p<1

ol ¢, est explicite et dépend de |U,, (F)|, et

H |)‘i - /\j|ﬂ’

1<i<j<n

Ex |z|* = IA(T)[dT

avec 8 :=dimg F.
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CHANGEMENT DE VARIABLE

_ v
1Be(Sp)| JBs(sp)

T=UAU* Cn
A" f5(A) dA
Bg(Sp |/A|p<1

ol ¢, est explicite et dépend de |U,, (F)|, et

H |)‘i - /\j|ﬂ’

1<i<j<n

Ex |z|* = IA(T)[dT

avec 8 :=dimg F.

Astuce de convexité. x T'(1+ %), puis X < t~7 @, et enfin Fubini -
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CHANGEMENT DE VARIABLE
-1

B (S3)| /B (s7)
T=UAU* Cp

= Al £,
' |/Mp<1| 7 £5(0) dX

ol ¢, est explicite et dépend de |U,, (F)|, et

H |)‘i - /\j|ﬂ’

1<i<j<n

Ex |z|* = IA(T)[dT

avec 8 :=dimg F.

Astuce de convexité. x T'(1+ M) puis A <~ ¢~ ¥ x, et enfin Fubini :

T(ler +‘1> Eg |z|? = W/ ot

-t / A[7f5(A) dA
(I, <1
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CHANGEMENT DE VARIABLE
1

|Be(Sp)| J5s(sy)
T=UAU* Cn
A Ja
Bg(Sp |/A|p<1| [ f5(3) dA

ol ¢, est explicite et dépend de |U,, (F)|, et

H |)‘i - /\j|ﬂ’

1<i<j<n

Ex |z|* = IA(T)[dT

avec 8 :=dimg F.

Astuce de convexité. x T'(1+ M) puis A <~ ¢~ ¥ x, et enfin Fubini :

/ 2 [ laf' fy(w) do

t>[z|}

P14 %40) By faf* = el Sn
E
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CHANGEMENT DE VARIABLE
1

|Be(Sp)| J5s(sy)
T=UAU* Cn
A Ja
Bg(Sp |/A|p<1| [ f5(3) dA

ol ¢, est explicite et dépend de |U,, (F)|, et

H |)‘i - /\j|ﬂ’

1<i<j<n

Ex |z|* = IA(T)[dT

avec 8 :=dimg F.
Astuce de convexité. x T'(1+ %), puis X < t~7 @, et enfin Fubini -

dutq . a_ _ ‘. q ~ll=|l2
r(1+ - ) Ex |z |BE(S;;)|/Rn || f5(x) e IeIF da.
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CHANGEMENT DE VARIABLE
1

|Be(Sp)| J5s(sy)
T=UAU* Cn
A Ja
Bg(Sp |/A|p<1| [ f5(3) dA

ol ¢, est explicite et dépend de |U,, (F)|, et

H |)‘i - /\j|ﬂ’

1<i<j<n

Ex |z|* = IA(T)[dT

avec 8 :=dimg F.
Astuce de convexité. x T'(1+ %), puis X < t~7 @, et enfin Fubini -

F<1 ™ %) Eg |z|” = |BC(757L)| e || f5(z) e 17112 dar.

® Saint-Raymond '84 : formules et bornes pour |Bg(S})|.
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CHANGEMENT DE VARIABLE
-1

B (S3)| /B (s7)
T=UAU* Cp

= Al £,
' |/Mp<1| 7 £5(0) dX

ol ¢, est explicite et dépend de |U,, (F)|, et

H |)‘i - /\j|ﬂ’

1<i<j<n

Ex |z|* = IA(T)[dT

avec 8 :=dimg F.
Astuce de convexité. x T'(1+ %), puis X < t~7 @, et enfin Fubini -

Cn _ P
F<1+ %) Ex |z|* = m - || f3(z) e Il da.
® Saint-Raymond '84 : formules et bornes pour |Bg(S})|.

® Konig-Meyer-Pajor '98 : conjecture de I'hyperplan pour Bg(S}).
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CHANGEMENT DE VARIABLE
1

|Be(Sp)| J5s(sy)
T=UAU* Cn
A Ja
Bg(Sp |/A|p<1| [ f5(3) dA

ol ¢, est explicite et dépend de |U,, (F)|, et

H |)‘i - /\j|ﬂ’

1<i<j<n

Ex |z|* = IA(T)[dT

avec 8 :=dimg F.
Astuce de convexité. x T'(1+ %), puis X < t~7 @, et enfin Fubini -

F<1 ™ %) Eg |z|” = |BC(757L)| e || f5(z) e 17112 dar.

® Saint-Raymond '84 : formules et bornes pour |Bg(S})|.
® Konig-Meyer-Pajor '98 : conjecture de I'hyperplan pour Bg(S}).
® Kabluchko-Prochno-Théle '20 : |BE(Sg)\1/d" & LfGN pour A(T).
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CHANGEMENT DE VARIABLE
-1

B (S3)| /B (s7)
T=UAU* Cp

= Al £,
' |/Mp<1| 7 £5(0) dX

ol ¢, est explicite et dépend de |U,, (F)|, et

H |)‘i - /\j|ﬂ’

1<i<j<n

Ex |z|* = IA(T)[dT

avec 8 :=dimg F.
Astuce de convexité. x T'(1+ %), puis X < t~7 @, et enfin Fubini -
C P
F(l + w) ‘Ek |z|? = 7n/ 2|7 f5(x) e I12II7 dee.
’ |Br ()] Jan
On introduit

P, p(dx) =

(@ e elelida. (5, = 18(3.4)
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VERS LES STATISTIQUES LINEAIRES DE B—ENSEMBLES

® Ainsi,

dn+q

|£U|q _ Zn,P Cn(ﬁn’)/?) P
Bolsp)| (1 +

] |l Puyfda) (L)
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VERS LES STATISTIQUES LINEAIRES DE (3-ENSEMBLES

® Ainsi,

dn+q

|w|q — Z’I’L,p Cn(ﬁ”’YP) P
[Be(sp)[ T (1+ %)

[l Buylda). (L)

o (L) - (Lo)

5 donne
(L2)

2
dn+2
Bclel' T4 %2) Byl
2 2
(Exl2P)” T(1+22)0(1+ L) (B, =)
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VERS LES STATISTIQUES LINEAIRES DE [-ENSEMBLES

® Ainsi,

dn+q

Zpp Cn(Brvyp) P
|Bis(Sp) |7 (1 + ke

Ex |z|* =

2
dn+2
Bclel' T4 %2) Byl
2 2
(Exl2P)” T(1+22)0(1+ L) (B, =)

S iel(E) Y

Bpn

® |l faut un développement jusqu'a o) de ce dernier quotient.

] | el Buyaa). (1)
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PREMIER ORDRE ASYMPTOTIQUE

Soit V() == 27, |z|” et Ly( Z%
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PREMIER ORDRE ASYMPTOTIQUE

n

. 1
Soit Vy(x) = 2yfal” et Ln(@) = — ;&c On a
! 8 —prplel?
P%P(da:) = 7 H |3'Jz - l’j| e P r da
P 1<i<j<n
— 1 engn,p(m) dil?,
Z’fhp
1 — 1
avec  Hpp(x) = o z; Vp(zi) — oz ;bg |z; — x4
1= 7 ]
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PREMIER ORDRE ASYMPTOTIQUE

. BN
Soit V,(z) == 27, |z|" et L, (z) = - ;59& On a
1 R
Prpldz) = — IT lai =207 e ?mel=li e
P 1<i<j<n
— 1 e 53 Hy p(x) dZI?,
Znp
1 1
avec  H, ,(x) = - Z V(i) — - Zlog |zi — x;] = I, (Ln()),
i=1 i#j

-
-
[

/]RVP(-'L') p(dzr) — //RQloglw =yl u(dz)u(dy).
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PREMIER ORDRE ASYMPTOTIQUE

: 1 ¢
Soit Vy(x) = 2yfal” et Ln(@) = — ;&c On a
1 B o—Bnyp il
P, p(dx) = Z H |z; —z;]" e PIZls dae
P 1<i<j<n
s mimimad]
= 1 o~ 25 Hn p(@), de, Ln(x)€argminZ,
Z’fhp 77777 P1(R)
1O 1
avec  H, ,(x) = - Z V(i) — - Zlog |z; — ;] = Ip(Ln(a:)),
i=1 ]

-
-
[

/Rvp(x) p(dx) — //RQloglw =yl p(de)u(dy).
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PREMIER ORDRE ASYMPTOTIQUE

n

1
Soit Vj,(w) = 2yp|[" et L () = - Z&c, Ona
i=1
1 r
Prp(dz) = [T Iz — ;) e fmwleli ae

Z
WP 1<i<ji<n

,————\f—\afm,imimaﬁ

= L efg‘\H"vP(m): de, Ln(x)€argminZ,
Znp Pi(R)
1O 1
avec  H, ,(x) = - Z V(i) — - Zlog lzi — 2| = I, (Ln(x)),
i=1 i

-
-
[

/Rvp(x) p(dx) — //RQloglw =yl p(de)u(dy).

e argmin 7, = {up}, pp < Leb et Supp p, = [—1,1];

P1(R) [Saff-Totik '97,
Ben Arous-Guionnet '97,
© By (Ln(®), ) —— (p. f) pour toute f € Gy -Guionnet 97,

1 3 Hiai-Petz '00
° —ilogZy, — Zy(1p) =log2 + 5 ]
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PREMIER ORDRE ASYMPTOTIQUE
: L R
Soit Ly, ;, la mesure aléatoire ayant la loi de - ;5“ sous Py, .
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PREMIER ORDRE ASYMPTOTIQUE

n
. . o1
Soit Ly, ;, la mesure aléatoire ayant la loi de - E 0z, sous P, p.

i=1

o7

o5 o5

(©)p=5; (D) p = 10.
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PREMIER ORDRE ASYMPTOTIQUE

n

1
Soit Ly, ;, la mesure aléatoire ayant la loi de - E 0z, sous P, p.

i=1

LEMME. Il existe B,c,C > 0 tels que, pour U := (—B, B),

P(Ln,p(Uc) > O) < C’ne*C”BP, n>1.
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PREMIER ORDRE ASYMPTOTIQUE

n
1
Soit Ly, ;, la mesure aléatoire ayant la loi de - E 0z, sous P, p.
i=1

LEMME. Il existe B,c,C > 0 tels que, pour U := (—B, B),

P(Ln,p(Uc) > O) < C’ne*C”BF, n>1.

COROLLAIRE. Pour toutes f, g continues polynomialement bornées,

Eg(( 7p’f>) —>g<<ﬂp7f>)'
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PREMIER ORDRE ASYMPTOTIQUE

n
1
Soit Ly, ;, la mesure aléatoire ayant la loi de - E 0z, sous P, p.
i=1

LEMME. Il existe B,c,C > 0 tels que, pour U := (—B, B),

P(Ln,p(Uc) > O) < C’ne*C”BF, n>1.

COROLLAIRE. Pour toutes f, g continues polynomialement bornées,

Eg(( 7paf>) —>g<<ﬂp7f>)-

® En particulier, pour f(z) = 22,

E, , |z E (L, ,, z2)°
P |“’|2 s = { ,p,x2> 5 =1+o0(1).
(En,p |w| ) (E <L"7P’x >)
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PREMIER ORDRE ASYMPTOTIQUE

n
1
Soit Ly, , la mesure aléatoire ayant la loi de - E 0z, sous P, p.
i=1

LEMME. Il existe B,c,C > 0 tels que, pour U := (—B, B),

P(Ln,p(Uc) > O) < C’ne*C”BF, n>1.

COROLLAIRE. Pour toutes f, g continues polynomialement bornées,

Eg(( 7paf>) —>g<<ﬂp7f>)-

® En particulier, pour f(z) = 22,

E, , |z E (L, ,, z2)°
P |“’|2 s = { ,p,x2> 5 =1+o0(1).
(En,p |w| ) (E <L"7P’x >)

® On a besoin de E (L, ,,, z%)? & I'ordre o(%), ot ¢ € {1,2}.
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SECOND ORDRE ASYMPTOTIQUE

On a vu que (Ly, p, %) — {(p1,, 2%) p.s. et en moments. Que peut-on dire
de

Fup =1 ((Lngs0?) = (pp, 7)) 7
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SECOND ORDRE ASYMPTOTIQUE

On a vu que (Ly, p, %) — {(p1,, 2%) p.s. et en moments. Que peut-on dire
de

Fup =1 ((Lngs0?) = (pp, 7)) 7

LEMME. Si p € (3,00), alors F}, , converge en loi et en moments vers
une variable A'(m;, 73) lorsque n — oc.
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SECOND ORDRE ASYMPTOTIQUE

On a vu que (Ly, p, %) — {(p1,, 2%) p.s. et en moments. Que peut-on dire
de
Fup = 0((Ln gy 2%) = {1y, 2%)) ?

LEMME. Si p € (3,00), alors F}, , converge en loi et en moments vers
une variable A'(m;, 73) lorsque n — oc.

Lp

T npe

Fin de la preuve. On écrit (L, ,, 2%) = (up, 2°) +
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SECOND ORDRE ASYMPTOTIQUE

On a vu que (Ly, p, %) — {(p1,, 2%) p.s. et en moments. Que peut-on dire
de
Fup = 0((Ln gy 2%) = {1y, 2%)) ?

LEMME. Si p € (3,00), alors F}, , converge en loi et en moments vers
une variable \'(m,,, 73) lorsque n — oco.

Fin de la preuve. On écrit (L, , 2?) = (up, 2%) + L F, ,. Alors

EF, qlg—1)EF} 1
E(Lpp, 22)" = (up, 22" [ 1 + 4= "np o P +o .
(Ln p, x7) (kp, 27) (i, 22) 22y, x2>2
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SECOND ORDRE ASYMPTOTIQUE

On a vu que (Ly, p, %) — {(p1,, 2%) p.s. et en moments. Que peut-on dire
de
Fup = 0((Ln gy 2%) = {1y, 2%)) ?

LEMME. Si p € (3,00), alors F}, , converge en loi et en moments vers
une variable \'(m,,, 73) lorsque n — oco.

Fin de la preuve. On écrit (L, , 2?) = (up, 2%) + L F, ,. Alors

EF, —1)EF? 1
a id +q(q ) ’p—i—o( ))

nip, @%) " 2n2(py, 2%)°

E(Lpp,2)" = (up, a?)" <1 +

On en déduit

Enplel' _ E(Lnp2®) P .VarF"’p+0<1>
n?)’
(Enp

:E|2)2 (E <Ln7pvx2>)2 <Hpa172>2 n?
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SECOND ORDRE ASYMPTOTIQUE

On a vu que (Ly, p, %) — {(p1,, 2%) p.s. et en moments. Que peut-on dire
de
Fup = 0((Ln gy 2%) = {1y, 2%)) ?

LEMME. Si p € (3,00), alors F}, , converge en loi et en moments vers
une variable \'(m,,, 73) lorsque n — oco.

Fin de la preuve. On écrit (L, , 2?) = (up, 2%) + L F, ,. Alors

EF, —1)EF? 1
a id +q(q ) ’p—i—o( ))

nip, @%) " 2n2(py, 2%)°

E(Lpp,2)" = (up, a?)" <1 +

On en déduit

Enp 2|’ E (Lnp,2*)* L Narkn, 0< : >

= 1+
(En,p 33|2)2 (E <Ln,pvx2>)2 <Hpa172>2 n?

et on conclut facilement avec Var F,, , = ﬁ +0(1) et {up, x?) = Qppﬁ..
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SECOND ORDRE ASYMPTOTIQUE

EBAUCHE DE PREUVE DU LEMME.

® TCL pour fluctuations de (-ensembles. [Johansson'98; Shcherbina '13;
Borot-Guionnet '13; Bekerman-Leblé-Serfaty '18 ; Lambert-Ledoux-Webb '19]
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SECOND ORDRE ASYMPTOTIQUE

EBAUCHE DE PREUVE DU LEMME.
® TCL pour fluctuations de (-ensembles. [Johansson'98; Shcherbina '13;
Borot-Guionnet '13; Bekerman-Leblé-Serfaty '18 ; Lambert-Ledoux-Webb '19]

® Du fait de leur généralité, ces théorémes requiérent un potentiel ex-
térieur au moins CS.
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SECOND ORDRE ASYMPTOTIQUE

EBAUCHE DE PREUVE DU LEMME.
® TCL pour fluctuations de (-ensembles. [Johansson'98; Shcherbina '13;
Borot-Guionnet '13; Bekerman-Leblé-Serfaty '18 ; Lambert-Ledoux-Webb '19]

® Du fait de leur généralité, ces théorémes requiérent un potentiel ex-
térieur au moins CS. Ici V() = 2v,|z|” est seulement CIP1-1.
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SECOND ORDRE ASYMPTOTIQUE

EBAUCHE DE PREUVE DU LEMME.

® TCL pour fluctuations de (-ensembles. [Johansson'98; Shcherbina '13;
Borot-Guionnet '13; Bekerman-Leblé-Serfaty '18 ; Lambert-Ledoux-Webb '19]

® Du fait de leur généralité, ces théorémes requiérent un potentiel ex-
térieur au moins CS. Ici V() = 2v,|z|” est seulement CIP1-1.

® En spécialisant la preuve de BLS, on peut descendre a p > 3.
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SECOND ORDRE ASYMPTOTIQUE

EBAUCHE DE PREUVE DU LEMME.

® TCL pour fluctuations de (-ensembles. [Johansson'98; Shcherbina '13;
Borot-Guionnet '13; Bekerman-Leblé-Serfaty '18; Lambert-Ledoux-Webb '19]

® Du fait de leur généralité, ces théorémes requiérent un potentiel ex-
térieur au moins CS. Ici V() = 2v,|z|” est seulement CIP1-1.

® En spécialisant la preuve de BLS, on peut descendre a p > 3.
* Convergence de la FGM de F, , := n((Ly p, 2%) — (up, z%)) :

- < ) 2) n
erfor = oft) + T [ B e )
n,p

Un
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SECOND ORDRE ASYMPTOTIQUE

EBAUCHE DE PREUVE DU LEMME.

® TCL pour fluctuations de (-ensembles. [Johansson'98; Shcherbina '13;
Borot-Guionnet '13; Bekerman-Leblé-Serfaty '18; Lambert-Ledoux-Webb '19]

® Du fait de leur généralité, ces théorémes requiérent un potentiel ex-
térieur au moins CS. Ici V() = 2v,|z|” est seulement CIP1-1.

® En spécialisant la preuve de BLS, on peut descendre a p > 3.
* Convergence de la FGM de F, , := n((Ly p, 2%) — (up, z%)) :

st

—sn{p ,1‘2) n .
EeFr = of1) + S — / o 25 (Hn o () 381
n,p

Un
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SECOND ORDRE ASYMPTOTIQUE

EBAUCHE DE PREUVE DU LEMME.

® TCL pour fluctuations de (-ensembles. [Johansson'98; Shcherbina '13;
Borot-Guionnet '13; Bekerman-Leblé-Serfaty '18; Lambert-Ledoux-Webb '19]

® Du fait de leur généralité, ces théorémes requiérent un potentiel ex-
térieur au moins CS. Ici V() = 2v,|z|” est seulement CIP1-1.

® En spécialisant la preuve de BLS, on peut descendre a p > 3.
* Convergence de la FGM de F, , := n((Ly p, 2%) — (up, z%)) :

st

- < ) 2) n
Eesfr = o(1) + es;i/ef % (H”vp(‘”)’lg_fwj'%k”ﬁ) dz
n,p

n,p

Un ’H" = H"vl’ — %lm‘z
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SECOND ORDRE ASYMPTOTIQUE

EBAUCHE DE PREUVE DU LEMME.

® TCL pour fluctuations de (-ensembles. [Johansson'98; Shcherbina '13;
Borot-Guionnet '13; Bekerman-Leblé-Serfaty '18; Lambert-Ledoux-Webb '19]

® Du fait de leur généralité, ces théorémes requiérent un potentiel ex-
térieur au moins CS. Ici V() = 2v,|z|” est seulement CIP1-1.

® En spécialisant la preuve de BLS, on peut descendre a p > 3.
* Convergence de la FGM de F, , := n((Ly p, 2%) — (up, z%)) :

st

2
efsn<iu'pvm ) _ pn? 12512
Eesfr = o(1) + —y [ (Hnp (@) i 1] ) da
n,p -
E A T T
Ye=Id+t1)) R
;94 (yi) En pe—%(Hfl’poﬂt—Hn)p)-i-n(Ln,log(l—i-tw;))} ]lUn
=o(l)+ — 5 L
T
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SECOND ORDRE ASYMPTOTIQUE

EBAUCHE DE PREUVE DU LEMME.

TCL pour fluctuations de B-ensembles. [Johansson’'98; Shcherbina '13;
Borot-Guionnet '13; Bekerman-Leblé-Serfaty '18; Lambert-Ledoux-Webb '19]

Du fait de leur généralité, ces théorémes requiérent un potentiel ex-
térieur au moins CS. Ici V() = 2v,|z|” est seulement CIP1-1.

En spécialisant la preuve de BLS, on peut descendre a p > 3.
Convergence de la FGM de F, ;, == n({Lp p, 2%) — (1p, 2?)) :

st

2
efsn“"pvm > _ Bn? 1251 o
EGSFHYP = 0(1) + Zi e 2 (Hn,p(m) \\Bn/‘ el ) dx
n,p N
A

Ye=Id+t1)) R

w94 (yi) E,, o 55 (H, o0 —Hy p)+n(Ln log(1+t4y)) Iyn

) t

=o(l)+

oo (i .a?)

Taylor-Young lorsque ¢t — 0 (n — 00) et choix de v, € C* résolvant

p

V@) -2 [HZU =t e ser
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Merci de votre attention !
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