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β-ensembles
GUE : {x1, . . . , xn} valeurs propres de X+X∗
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β-ensembles
Plus généralement, n charges répulsives sous un potentiel extérieur V :

Pn,V (dx) ..= 1
Zn,V

∏
i<j

|xi − xj |β exp
(
−βn

n∑
i=1

V (xi)
)

dx.

avec β > 0 (température-1).

Alors 1
n

n∑
i=1

δxi
≈ µV déterministe (mesure d’équilibre). De plus (TCL)

n∑
i=1

f(xi)− n
∫
f dµV ≈ N (µf , σ2

f ).

(V doit être assez régulier. [Johansson ’98 ; Shcherbina ’13 ; Borot-Guionnet ’13 ;
Bekerman-Leblé-Serfaty ’18 ; Lambert-Ledoux-Webb ’19].)
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Conjectures convexes en grande dimension
K ⊂ Rd corps convexe symétrique, PK ..= Uniforme(K), ΣK ..= EK xTx.

• Kannan-Lovász-Simonovits (1995)
Soit ψd la plus petite constante telle que

∀K, ∀f, VarK f ≤ ψd ∥ΣK∥op EK |∇f |2.

Conjecture KLS : supd ψd <∞.

• Bobkov-Koldobsky, Anttila-Ball-Perissinaki (2003)
Soit σd la plus petite constante telle que

∀K, VarK |x|2 ≤ σd ∥ΣK∥op Tr ΣK .

Conjecture de la variance : supd σd <∞.

• Meilleure borne (Jambulapati-Lee-Vempala ’22) : σd ≤ C log2.2226 d.
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On n’a trouvé aucune famille (K(d))d qui contredise ces conjectures. . .
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Conjecture de la variance (restreinte)
Une famille de corps convexesK = K(d) vérifie la conjecture de la variance
s’il existe une constante C indépendante de la dimension d telle que

∀d, VarK |x|2 ≤ C ∥ΣK∥op Tr ΣK .

Pour ΣK = Id, cela entraîne

VarK |x| ≤ EK
(
|x| −

√
EK |x|2

)2

·
(
|x|+
√

EK |x|2
)2(

|x|+
√

EK |x|2
)2

≤ VarK |x|2

EK |x|2

≤ C.

ce qui est mieux que VarK |x| ≤ EK |x|2 = Tr ΣK = d.

K

√
d

×

Exemple. K(d) ..=
{

x ∈ Rd : ∥x∥p ≤ 1
}

(p ∈ [1, ∞]).
[Sodin ’08 ; Latała-Oleszkiewicz ’08]

Représentation de Schechtman-Zinn (p <∞). Soit X ∈ Rd de loi normale
généralisée de densité ∝ e−∥x∥

p
p/p, et B ∼ Beta(d, 1) indépendante. Alors

B · X

∥X∥p
∼ PK(d).
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|x|+
√

EK |x|2
)2

≤ VarK |x|2

EK |x|2
≤ C.

ce qui est mieux que VarK |x| ≤ EK |x|2 = Tr ΣK = d.

K

√
d

×

Exemple. K(d) ..=
{

x ∈ Rd : ∥x∥p ≤ 1
}

(p ∈ [1, ∞]).
[Sodin ’08 ; Latała-Oleszkiewicz ’08]

Représentation de Schechtman-Zinn (p <∞). Soit X ∈ Rd de loi normale
généralisée de densité ∝ e−∥x∥

p
p/p, et B ∼ Beta(d, 1) indépendante. Alors

B · X

∥X∥p
∼ PK(d).
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Notations et résultat principal
• F ..= R, C, ou H (quaternions).
• E ..= {T ∈Mn(F) : T ∗ = T} matrices auto-adjointes sur F.

• λ1(T ), . . . , λn(T ) valeurs propres de T .
• E ≃ Rdn avec dn ..= dimRE et norme euclidienne |x| ..=

√
TrT 2.

Boule de Schatten. Boule unité pour la p-norme de λ1, . . . , λn :

K ..= BE
(
Snp
) ..=

{
T ∈ E : ∥λ(T )∥p ≤ 1

}
(p ∈ [1, ∞]).

Théorème (DFGZ). Si p ∈ (3,∞), alors

dn
VarK |x|2(

Tr ΣK
)2 = dn

(
EK |x|4(
EK |x|2

)2 − 1
)
−−−−→
n→∞

(p− 2)2

2p2

<
1
2 .

Donc pour n grand, VarK |x|2 ≤ 1
2 ·
(

Tr ΣK

)2
dn

≤ 1
2 ∥ΣK∥op Tr ΣK .
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• Le cas p = 2 est trivial : BE
(
Sn2
)

est une boule euclidienne.

• Le cas p =∞ a été prouvé par Radke et Vritsiou (2020).
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Changement de variable
EK |x|q = 1∣∣BE(Snp )∣∣

∫
BE

(
Sn

p

) |λ(T )|q dT

T =UΛU∗
=

cn∣∣BE(Snp )∣∣
∫
∥λ∥p≤1

|λ|q fβ(λ) dλ

où cn est explicite et dépend de |Un(F)|, et

fβ(λ) ..=
∏

1≤i<j≤n
|λi − λj |β ,

avec β ..= dimR F.

Astuce de convexité. × Γ
(
1 + dn+q

p

)
, puis λ← t−

1
p x, et enfin Fubini :

Γ
(

1 + dn+q
p

)
· EK |x|q = cn∣∣BE(Snp )∣∣

∫ ∞
0

e−t t
dn+q

p dt
∫

∥λ∥p≤1

|λ|qfβ(λ) dλ

• Saint-Raymond ’84 : formules et bornes pour |BE(Snp )|.
• König-Meyer-Pajor ’98 : conjecture de l’hyperplan pour BE(Snp ).
• Kabluchko-Prochno-Thäle ’20 : |BE(Snp )|1/dn & LfGN pour λ(T ).
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• Kabluchko-Prochno-Thäle ’20 : |BE(Snp )|1/dn & LfGN pour λ(T ).
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On introduit

Pn,p(dx) ..= 1
Zn,p
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p dx.

(
γp

..= 1
2 B
(

p
2 , 1

2

))
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Vers les statistiques linéaires de β-ensembles
• Ainsi,

EK |x|q = Zn,p cn(βnγp)
dn+q

p∣∣BE(Snp )∣∣Γ(1 + dn+q
p

) ∫
Rn

|x|q Pn,p(dx). (Lq)

• (L4) · (L0)
(L2)2 donne

EK |x|4(
EK |x|2

)2 =
Γ
(

1 + dn+2
p

)2

Γ
(

1 + dn+4
p

)
Γ
(

1 + dn

p

) · En,p |x|4(
En,p |x|2

)2 .

• Il faut un développement jusqu’à o
( 1
n2

)
de ce dernier quotient.
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Premier ordre asymptotique

Soit Vp(x) ..= 2γp|x|p et Ln(x) ..= 1
n

n∑
i=1

δxi .

On a

Pn,p(dx) = 1
Zn,p

∏
1≤i<j≤n

|xi − xj |β e−βnγp∥x∥p
p dx

= 1
Zn,p

e−
βn2

2 Hn,p(x) dx,

avec Hn,p(x) ..= 1
n

n∑
i=1

Vp(xi)−
1
n2

∑
i̸=j

log |xi − xj |

= Ip
(
Ln(x)

)
,

Ip(µ) ..=
∫
R
Vp(x)µ(dx)−

∫∫
R2

̸=

log |x− y|µ(dx)µ(dy).

• argmin
P1(R)

Ip = {µp}, µp ≪ Leb et Suppµp = [−1, 1] ;

• En,p ⟨Ln(x), f⟩ −−−−→
n→∞

⟨µp, f⟩ pour toute f ∈ Cb ;

• − 1
dn

logZn,p −−−−→
n→∞

Ip(µp) = log 2 + 3
2p .

[Saff-Totik ’97,
Ben Arous-Guionnet ’97,

Johansson ’98,
Hiai-Petz ’00]
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Premier ordre asymptotique

Soit Ln,p la mesure aléatoire ayant la loi de 1
n

n∑
i=1

δxi sous Pn,p.
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Premier ordre asymptotique

Soit Ln,p la mesure aléatoire ayant la loi de 1
n

n∑
i=1

δxi sous Pn,p.

Lemme. Il existe B, c, C > 0 tels que, pour U ..= (−B,B),

P
(
Ln,p

(
U c
)
> 0
)
≤ Cn e−cnB

p

, n ≥ 1.

Corollaire. Pour toutes f, g continues polynomialement bornées,

E g
(
⟨Ln,p, f⟩

)
−−−−→
n→∞

g
(
⟨µp, f⟩

)
.

• En particulier, pour f(x) ..= x2,

En,p |x|4(
En,p |x|2

)2 = E ⟨Ln,p, x2⟩2

(E ⟨Ln,p, x2⟩)2 = 1 + o(1).

• On a besoin de E ⟨Ln,p, x2⟩q à l’ordre o
( 1
n2

)
, où q ∈ {1, 2}.
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Second ordre asymptotique
On a vu que ⟨Ln,p, x2⟩ → ⟨µp, x2⟩ p.s. et en moments. Que peut-on dire
de

Fn,p ..= n
(
⟨Ln,p, x2⟩ − ⟨µp, x2⟩

)
?

Lemme. Si p ∈ (3,∞), alors Fn,p converge en loi et en moments vers
une variable N (mp,

1
4β ) lorsque n→∞.

Fin de la preuve. On écrit ⟨Ln,p, x2⟩ = ⟨µp, x2⟩+ 1
nFn,p. Alors

E ⟨Ln,p, x2⟩q = ⟨µp, x2⟩q
(

1 + q EFn,p
n⟨µp, x2⟩

+
q(q − 1)EF 2

n,p

2n2⟨µp, x2⟩2
+ o

(
1
n2

))
.

On en déduit

En,p |x|4(
En,p |x|2

)2 = E ⟨Ln,p, x2⟩2(
E ⟨Ln,p, x2⟩

)2 = 1 + 1
⟨µp, x2⟩2

· VarFn,p
n2 + o

(
1
n2

)
,

et on conclut facilement avec VarFn,p = 1
4β + o(1) et ⟨µp, x2⟩ = p

2p+4 .■
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2p+4 .■
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Second ordre asymptotique
Ébauche de preuve du lemme.
• TCL pour fluctuations de β-ensembles. [Johansson ’98 ; Shcherbina ’13 ;

Borot-Guionnet ’13 ; Bekerman-Leblé-Serfaty ’18 ; Lambert-Ledoux-Webb ’19]

• Du fait de leur généralité, ces théorèmes requièrent un potentiel ex-
térieur au moins C6. Ici Vp(x) = 2γp|x|p est seulement C⌈p⌉−1. . .

• En spécialisant la preuve de BLS, on peut descendre à p > 3.
• Convergence de la FGM de Fn,p ..= n

(
⟨Ln,p, x2⟩ − ⟨µp, x2⟩

)
:

E esFn,p

= o(1) + e−sn⟨µp,x
2⟩

Zn,p

∫
Un

e−
βn2

2 (Hn,p(x)− 2s
βn ·

1
n |x|

2) dx

ϑt=Id+tψp

xi←ϑt(yi)

= o(1) +
En,p e−

βn2
2 (Ht

n,p◦ϑt−Hn,p)+n⟨Ln,log(1+tψ′
p)⟩ 1Un

t

esn⟨µp,x2⟩ .

• Taylor-Young lorsque t→ 0 (n→∞) et choix de ψp ∈ C3 résolvant

V ′p(x)ψ(x)− 2
∫
ψ(x)− ψ(y)

x− y
µp(dy) = x2 + c, x ∈ R.
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Merci de votre attention !
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